SUBIECTUL III 1 c) — VARIANTA 3- STINTE- SESIUNEA AUGUST 2020

Se considerd functia f :(—1,00) >R, f (X) =xlIn (X+1) )

X
statics f'(x)=1 H+—,V -1, )
a)Aratati ca (X) n(x+ )+X+1 Xe( oo)

b)Aratati ca functia f este convexa.

c)Se consider3 functia g : (—l, 0] —R,g (X) = (X+1)X . Demonstrati c& , dacd X, X, € (—l, O] astfel

X, <X, ,atunci g(%)>g(x,) .
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PROBLEMEI

1" Regula pentru derivarea lui u’
! 1
(uV) =u'-lnu-v'+v-u'—-u’

2° Rolul derivatei intai in studiul functiilor
Teorema Fie f :l1 — R o functie derivabila pe intervalul | .

i)functia este monoton crescdtoare pe intervalul | dac3 si numai dacd f'(X) >0,vxel

ii)functia este monoton descrescatoare pe intervalul | daca si numaidaci f '(X) <0,vxel



3° Teorema lui Darboux

Fie f :1 — R ofunctie derivabil pe intervalul | . Atunci f' are proprietatea lui Darboux.

CONSECINTA Fie f : 1 — R o functie derivabila pe intervalul | astfel incat f'(X) #0,VXxel . Atunci
f' pastreaza semn constant pe | (adica f'(x) >0,Vxel sau f'(x) <0,¥xel)

Rezolvare: Punctele a) si b) suporta o rezolvare standard.

Punctul c) este cel mai dificil si tocmai de aceea ne vom apleca asupra sa.

COMENTARIUL 1 Cerinta problemei poate fi reinterpretata astfel: a arata ca oricum am alege

X, X, € (—1, 0] astfel X, <X, , atunci ¢ (Xl) >0 (XZ) este totuna cu a ardta cd functia g este

monoton descrescitoare pe intervalul (—1, 0] .

METODA | (ABORDAREA NATURALA)
Cum functia g este derivabild , pentru a studia monotonia acesteia trebuie s studiem semnul lui g".

!/

9'(x) :((x+1)x) = (x+1)" X In(x+2)+x-(x+2) 7 (x+1) = (x+1) In(x+1)+x(x+1)" =
=(x+1)" (In(x+1)+x), vx € (-1,0]

-1 . . . . . -
um * >0, VX e(—1,0[ (un numar pozitiv la orice putere este tot un numar pozitiv) , rezultd cd
C X+1

semnul lui ' este semnul functiei h , unde hZ(—l,O]—)R,h(X)z|n(X+1)+X.Studiulsemnului

acestei functii, h fiind derivabil3 deci continu3, revine la a determina eventualele radacini ale acesteia si
atunci pe intervalele pe care nu se anuleaza vom sti ca aceasta pastreaza semn constant (Teorema lui
Darboux) .

Dar ecuatia h(X) =0 este o ecuatie transcendentd

(http://www.matestn.ro/mate/PhotoMate/Ecuatii%20transcendente/Ecuatii%20transcendente.pdf) si

nu existd un algoritm pentru determinarea solutiilor unei astfel de ecuatii. Prin urmare, determinarea
eventualelor solutii presupune studiul comportamentului (monotoniei) functiei, adica studiul semnului

lui h" in speranta ca forma lui h'(X) este controlabila , dublat de observarea unor solutii particulare
observabile cu ochiul liber.
!
(x+1) 1, x+2

Intr-adevar, h (x)=(|n(x+l)+x) :(In(x+1)) X = +1= x+1+1 T

,‘v’Xe(—l,O].


http://www.matestn.ro/mate/PhotoMate/Ecuatii%20transcendente/Ecuatii%20transcendente.pdf

XE(—l,O] X 2
h'(X)=0<:>XL2=O & Xe (-2 anuleazd numaratorul fractiei Al , dar —2%(—1,0] ).
X+1 X+1

UtilizAnd teorema lui Darboux rezultd cd semnul lui h’ este acelasi pe intreg intervalul (—1, 0] si anume

OBS: La aceastd concluzie se putea ajunge si dacd observam cad VX e (—1, 0] avem X+2>0AX+1>0.
Din h’(x) >0,Vx e (—1, O] => h este strict crescatoare pe intervalul (—1, 0] (1)

Calculdm limitele functiei hin capetele intervalului (—1, 0].

X+1l=y

x>-1=y>0
Hmr(x):lnn(m(x+1)+x):IMwm(x+1)+Hn1x _ liminy-1=—-0-1=—-w (2)
iy iy 'y 'y V0
. h continua in 0
w¥h(x) = h(0)=In(0+1)+0=In1=0(3)
X -1 0
h'(x) T R R RS R R R SR R R R R
h(x) ———————_———_____—_________________________———————* 0

—00

h(x) | |~~~ —— """ 0

Din (1),(2),(3) si continuitatea lui h rezulta ca functia noastrd se anuleaza in X, =0 iar in rest ia valori

negative.

Toate consideratiile de mai sus ne indreptatesc sd concluziondm cd g’ se anuleazdin X, =0 iarin rest

ia valori negative. Prin urmare, functia g este strict descrescatoare pe intervalul (—1, 0] iar acest lucru

incheie demonstratia problemei.



METODA 11 (TINEM CONT DE SUBPUNCTUL/SUBPUNCTELE ANTERIOARE — LOGICA INTERNA A
PROBLEMEI)

COMENTARIUL 2 Retinem ca o astfel de abordare poate fi foarte utild prin aceea ca economisim o
groaza de efort si de timp (multe dintre etapele necesare rezolvarii problemei au fost parcurse la
subpunctele anterioare). Dificultatea unei astfel de abordari consta in a ,,face legatura” cu subpunctele
anterioare (trebuie sa gasiti/observati acea ,legaturd”, trebuie ,,sa-ti pice fisa”!)

n cazul problemei noastre subpunctele a) si b) ne cer s& stabilim regula de formare a lui f '(X) ,

respectiv convexitatea lui f . Subpunctul c) ne cere s3 stabilim o proprietate in legdturd cu o noud
functie g . Se pune in mod natural intrebarea: exista vreo legdtura intre cele doua functii? Cunoasterea

proprietatilor logaritmilor (experienta pe care ar trebui sa o aveti) furnizeaza raspunsul la intrebarea

anterioara: Ing (X) = In(x+1)x = Xln(X+1) =f (X),VX IS (—1, O] Il — Evident, deoarece

(X+1)X >0,VXe (—1, 0], are sens s3 vorbim despre In g (X),VX € (—1,0].

Cerinta problemei poate fi reinterpretata astfel: a arata ca oricum am alege X, X, € (—1, 0] astfel incat
X, < X, ,atunci §(X )>g(X,) este totuna cu a aréta c3 oricum am alege X, X, €(—1,0] astfel incat

X, <X, ,atunci Ing (X1) >Ing (Xz) (functia In este strict crescitoare, deci argumentele functiei se
—_ Y
f(x) f(xz)
,aseazd” la fel ca si valorile functiei).
Tn felul acesta am redus rezolvarea subpunctului c) la determinarea monotoniei functiei f , mai precis

la aardta ci functia f este monoton descrescitoare pe intervalul (—1, 0] .
Pentru acest lucru trebuie s& controldm semnul lui f' (care tocmai a fost calculatd la subpunctul a))

Pentru acest lucru trebuie sa determinam eventualele valori din intervalul (—1, 0] unde se anuleaza

functia f', adicd incercam s& rezolvdm ecuatia f '(X) =0,xe (—1, O] care este o ecuatie

transcendenta.

Prin urmare, pentru a spune ceva despre radacinile lui f'ar fi bine sa-i studiem monotonia, deci trebuie

" _a

sa calculdm f" si sd-i studiem semnul (calculul lui " cat si stabilirea semnuluilui f” au fost facute la

subpunctul b) atunci cand a trebuit sa decidem asupra convexitatii functiei f )

n continuare suntem nevoiti si parcurgem acesti pasi deoarece noi ne-am ocupat doar de rezolvarea
subpunctului c)



f%x)zIn(x+ly+—§—,VXE(—Laﬁ:3'F(x):(x+1)—FX%X+1)_X(X+1)__

X+1 Xx+1 (x+1f

!

1 X+1-X 1 1
= + 2 + 2
x+1 (x+1)° x+1 (x+1)

VX e (—1,00)

Se observd imediatci f "(X) >0,VX e (—1, oo) => f'este strict crescitoare pe (—1, oo)si c3

0
f '(0) =In (0+1)+ﬁ =1In1=0, adicd 0 este radicin3 a derivatei. Tabelul de mai jos ne va ajuta s3
_I_

concluziondm asupra semnului lui ' si asupra monotoniei lui f !

X -1 0 0
f7(x) b A o b 2 o T o o e B e ik o b b o b o ok o o e
f’(X) —/—P 0 ’ —’
f'(x) | | —mmmmm 0 ++++++++++++++++++++++++++

.
f(x) —~—_~_—‘—“‘-——$

Deoarece f'(O) =0si ' strict crescatoare pe (—1,00) rezultd ca :
iJoricum alegem —1<X<0= f (X) <f (0) = f (X) <0
ii) oricum alegem 0 <X = f (O) <f (X) =0<f (X)

ceea ce explicd semnul derivatei. Din tabel rezultd acum cd f este strict descrescitoare pe intervalul

(—1, 0] iar acest lucru incheie demonstratia subpunctului c)

https://youtu.be/OTERSrkJk-Y



https://youtu.be/OTERSrkJk-Y

