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Se considera functia f:R—)R,f(X)=1— — )
X*+3 Xx°+3

c)Pentru fiecare numdr natural nenul n , se considerd numarul | J‘ fr dx Ardtatica lim I =0.
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CONCEPTE NECESARE PENTRU REZOLVAREA PROBLEMEI:

1" Criteriul clestelui

Fie (a,).(b, ). (c, )trei siruri de numere reale si | € R astfel incat:i) a, <b, <c,,vn>k;ii) lima, =limc, =1.

nN—o n—oo

Atunci limb, =1.

n—o

2’ Rolul derivatei intai in studiul functiilor

Teorema Fie f : |1 — R o functie derivabila pe intervalul | .

i)functia este monoton crescatoare pe intervalul | dacs si numaidaca f '(X) >0,vxel
ii)functia este monoton descrescatoare pe intervalul | dac3 si numaidac3 f '(X) <0,vxel

3" Proprietatea de monotonie a integralei (Inegalitati integrale)

Teorema Fie f,Q :[a, b] — R dou3 functii integrabile pe intervalul [a,b] )

b
i)Dacd f (X) >0,VXx e [a, b] , atunci I f (X)dx >0, (pozitivitatea integralei).

a

b b
ii) Daca f (X) <g (X),VX IS [a,b] , atunci J- f (X) dx SI g (X)dx , (monotonia integralei).

a
Consecinta Fie f :[a,b]%Rofunctie integrabild pe intervalul [a,b] sim,M € R astfel incat

b
me( )<M VXe[ab]Atunumb a J.f dx<M(b—a).

4" sirul remarcabil (a")

i)Dacd a>1,atunci lima" =o;ii)Dacd a=1, atunci lima" =1;iii)Daca ae(—l,l) ,atunci lima" =0;

nN—oo nN—oo nN—oo

iv) Dacd a<—1, atunci nu existd lima".

n—oo



Rezolvare:

PASUL 1 Studiem comportamentul (monotonia) functiei f pe intervalul [0,1] pentru a putea decide ce se

tntdmpla cu valorile functiei f",n e N" pe intervalul [0,1].
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f,(x):[xz _2x+1], _ (x2 _2x+1)!(x2 +3)—(x2 _2x+1)()<2 +3)' (2X—2)(x2 +3)—(x2 —2x+1)-2x
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= > = —,VXxeR
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2
Deoarece (X2 +3) >0,VX e R rezultd c& semnul derivatei coincide cu semnul expresiei de gradul Il de la

numarator .
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X“+2X-3=0=X,=—o X =-3vX =1
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Din tabel rezultd ca functia f este strict descrescitoare pe intervalul [—3,1] = f este strict descrescitoare pe
[0,1] sideci f (0) > f (X)Z f (1),VX€[0,1] .Cum f (0) :% jar f (1) =0, rezultd ca

0< f(x)<=,vxe[0,1].

1
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PASUL 2 Pozitionarea valorilor functiei f",n e N"pe intervalul [0,1]$i aplicarea inegalitatilor integrale. Din

0< f(x)s%,we[o,l]:»os fn(x)ssin,vXe[o,l],VneN*:»



1 1
%0(1- (1-0)<[f"(x) dx<3i(1 0),vneN" =0<[f"( dx<— vneN".
0 0
1 1 4
PASUL 3 Deoarece 0 < J- dX<— vn e N'iar lima, =0Alimc, —Ilm3——0:>||ml =0.
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n

In
n continuare prezentdm o modalitate de rezolvare ce ,ocoleste” studiul monotoniei functiei f !!!
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f(x)=1-— 2x 2 _X*4+3-2x-2 X 22x+1=( : ) > 0. VxRS
+3 x2+3 x> +3 X +3 X“+3

>0,vxeR
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= f"(x)zo,we[o,l],VneN*:jf”(x)dxzo,VneN*: l,>0,vneN"(1)
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f(x)=1- S%,VXE[O,].](Z)

3
Din (1) si (2) rezulta ca

n 1 n
0< f(x)é%,VXG[O,l]:OS f”(x)s(%} ,VXG[O,l],VneN*:OSIf“(x)dxs(gj ,VneN"
0

AR :
Utilizand faptul ca IIm[E =0 si un rationament analog rezulta ca liml =0.

n—oo N—o0

RETINEM: TEHNICA FOLOSITA RASPUNDE SITUATIEI CAND SUNTEM NEVOITI SA CALCULAM LIMITA UNUI SIR DE
INTEGRALE AL CARUI TERMEN GENERAL NU POATE FI EXPRIMAT/CALCULAT CU USURINTA SI SE BAZEAZA PE
UTILIZAREA :

I)CRITERIULUI CLESTELUI PENTRU CALCULUL LIMITELOR DE SIRURI
Pozitionarea sirului intre doua siruri ale caror limite pot fi calculate cu usurinta si coincid!
[1)STUDIULUI MONOTONIEI UNEI FUNCTII CU AJUTORUL SEMNULUI DERIVATEI SALE

II)INEGALITATILOR INTEGRALE



