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Să se arate că dacă 0,
2

x
 

 
 

astfel încât sin cos 2 cosx x x   , atunci 
8

x


  . 

Rezolvare: 

 

 

 

1  Funcțiile trigonometrice ale sumei și diferenței de unghiuri. Transformarea 

sumelor în produse .Ecuații trigonometrice. 

a)
 

 

sin sin cos sin cos
, ,

cos cos cos sin sin

x y x y y x
x y

x y x y x y

  
 
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b)



   

2

2
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x

x y a
x y b a b

y

a b x y x y x y x y x y x y


 

  
 


         

 2sin sin 2sin sin
2 2

a b a b
x y

 
     

Prin urmare cos cos 2sin sin , ,
2 2

a b a b
a b a b

 
      

c)
 

 
1,1

sin 1 arcsin ,
a

k
x a x a k k

 

        ; tg arc tg ,
c

x c x c k k


       

Consecințe:  sin 0 1 arcsin0 , ,
k

x x k k x k k             

tg 1 arc tg1 , ,
4

x x k k x k k


             

d)        
       )

cos cos cos cos 0 2sin sin 0
2 2

b f x g x f x g x
f x g x f x g x

 
         

               )

sin 0 sin 0 , ,
2 2 2 2

cf x g x f x g x f x g x f x g x
k k k k 

   
            

       2 , 2 ,f x g x k k f x g x k k            

Prin urmare,            cos cos 2 , 2 ,f x g x f x g x k k f x g x k k             

2  Teorema fundamentală a trigonometriei  

2 2sin cos 1,x x x      

3  Cosinusul și sinusul unui unghi în funcție de cosinusul arcului dublu 

 Conform a) rezultă  cos cos cos sin sin , ,x y x y x y x y     . Dacă în această relație înlocuim 

pe y  cu x  vom obține cos2 cos cos sin sin ,x x x x x x    sau 
2 2cos2 cos sin ,x x x x    . 

Din 2 
2 2cos 1 sin ,x x x    , respectiv 

2 2sin 1 cos ,x x x    . 

Cum 

2 2cos 1 sin
2 2 2 2 2cos2 cos sin cos2 1 sin sin cos2 1 2sin

x x

x x x x x x x x
 

          și de aici 

obținem 
2 1 cos 2

sin
2

x
x


 . Prin urmare, 

1 cos2
sin ,

2

x
x x


    . 



Cum 
2 2sin 1 cos

2 2 2 2 2cos2 cos sin cos2 cos 1 cos cos2 2cos 1
x x

x x x x x x x x
 

          și de aici 

obținem 2 1 cos2
cos

2

x
x


 . Prin urmare, 

1 cos2
cos ,

2

x
x x


    . 

4  Funcții injective  

Fie :f A B .  Spunem că funcția f este injectivă    1 2 1 2 1 2, ,x x A x x f x f x      . 

Propoziție 1  Fie :f A B . Sunt echivalente afirmațiile: 

i) f este injectivă 

ii) ,x y A   astfel încât    f x f y x y     

Consecință  Fie :f A B  o funcție injectivă și ,x y A . Sunt echivalente afirmațiile: 

i) x y  

ii)    f x f y  

Propoziție 2  Fie :f A B . Dacă f este strict monotonă, atunci f este injectivă. 

 

METODA 1 

cos sin 1 1
sin cos 2 cos cos cos sin cos

2 2 2

x x
x x x x x x x


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)

2 , 2 , 2 , 2 2 ,
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0,
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,
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x x k k x
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 


 
 
 

        

 

 

 



METODA  2 

Fie 0,
2

x
 

 
 

 astfel încât sin cos 2 cosx x x  . Din T.F.T.  știm că 2 2sin cos 1x x  . Notăm 

sin x a  și cosx b  și vom avea :

     
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2 2 2

2 2 2 2
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1 1

a ba b b
b b b
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 
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2 4 2 4 4 2 2

b b b b x
    

             
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0,
2 2 2

cos
2

x

x

 
 
  
  (1) 

Din 

0,
8 2

1 cos 2 1 cos
1 cos2 8 43 cos , cos

2 8 2 2

x
x x

   


 
 
 

 
                

2
1

2 2 2 22 cos
2 4 8 2




 
    (2) 

Din (1) și (2) rezultă 
0,

2

0,
2

cos
cos cos

8 8

x

injectivă
x x





 

 
 
 

 
 
 

    . Verificarea  finală ne conduce la concluzia că 
8



este valoarea căutată. 

METODA  3 

Fie 0,
2

x
 

 
 

 astfel încât sin cos 2 cosx x x  . Avem că 

 
cos 0, 0,

2 sin
sin 2 1 cos 2 1 tg 2 1

cos

x x

x
x x x

x

 
   

 

        (3) 



Din 

0,
8 2

1 cos 2 1 cos
1 cos2 8 43 cos , cos

2 8 2 2

x
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
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 
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2
1

2 2 2 22 cos
2 4 8 2




 
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Din  

0,
8 2

1 cos 2 1 cos
1 cos2 8 43 sin , sin

2 8 2 2

x
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

 
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 

 
               

2
1

2 2 2 22 sin
2 4 8 2




 
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Din (4),(5) rezultă că  

 
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 
2

2 1 2 1    (6) 

Din (3) și (6) vom avea  
cos 0, 0,

2 sin
sin 2 1 cos 2 1 tg 2 1

cos

x x
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x x x

x
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     .  

METODA  4 

Fie 0,
2

x
 

 
 

 astfel încât sin cos 2 cosx x x  . Deoarece 0, cos 0
2

x x
 

   
 

și sin 0x  iar 

de aici obținem imediat că sin cos 0x x  și 2 cos 0x  . 

Prin urmare,    
0,

2 22
sin cos 2 cos sin cos 2 cos

x

x x x x x x

 
 
 

       



2 2 2 2sin cos 2sin cos 2cos 2sin cos 2cos 1 sin 2 cos2x x x x x x x x x x           

0, \ cos2 0
2 4 sin 2

1 tg2 1 2 arctg1 , 0, \
cos2 2 4

x x

x
x x k k x

x

 

 


   
    
       

            
   

 

2 , 0, \ , 0, \
4 2 4 8 2 2 4

k
x k k x x k x

      


       
                  

       
 

8

obs

x


  . 

Se observă că dacă  \ 0k   atunci 0,
8 2 2

k
x

   
   

 
. Singura situație convenabilă este 

atunci când 0k  iar atunci 
8

x


 .  

Rămâne de discutat situația în care 
4

x


  . Dar atunci  
2

sin cos 2 2
4 4 2

 
    iar 

2
2 cos 2 1

4 2


   . Prin urmare, 

4
x


 nu convine. Rămâne că 

8
x


 este valoarea căutată. 


